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Abstract 
Gが線型簡約 Lie群， HがGの閉部分群のとき，等質空間 G/H上の作用がいつ




空間 (SL(p+q皇）/ SOo(P, q)など）がコンパクト商を持たないことを証明できる．
1 はじめに
G/Hを等質空間， rを G/Hの離散部分群とする（簡単のため， Gは G/Hに効果的に





H がコンパクト部分群の場合（言い換えれば， G/Hに不変な Riemann計量が定まる場
合）には，任意の Gの離散部分群rが G/Hに固有に作用する．一方， H が非コンパクト
な場合 (G/Hに不変な lliemann計量が定まらない場合），rの G/Hへの作用は固有とは
限らないため， Clifford-Klein形を理解することはより難しくなる 1980年代後半の小林俊











定理 1.1(M.) G/Hを半単純対称空間， G/LをG/Hのassociated対称空間とするも
しLが Gの Levi部分群で， LヂGならば， G/Hはコンパクトな Clifford-Klein形を持
たない．
定理 1.1中にあらわれる用語の定義を思い出しておく：
• 等質空間 G/Hが対称空間であるとは，ある G 上の対合 aが存在して， H が
ぴ={g E GI a(g) = g}の開部分群になっていることをいう．
• 対称空間 G/Hが半単純であるとは， Gが線型半単純Lie群であることをいう．
• G/Hが対合 aから定まる半単純対称空間のとき， aと可換な Cartan対合 0が， H
の元による共役を除いてただ 1つ存在することが知られている．このとき a0から定
まる半単純対称空間 G/Lを， G/Hのassociated対称空間という．




次の表は，定理 1.1が適用可能な (G,H,L)の三つ組を， Gが単純Lie群の場合に Lie環
のレヴェルで分類したものである：
9 ~ 条件
,s[(p+ q,C) ,su(p, q) s((p,q① ,5((q,q①C p,q~l 
,s[(p + q, 尺） .so(p, q) s((p皇）①s((q, 罠） EB IR. p,q~1 
,s[(p + q, JHI) ,sp(p, q) ,s[(p, JHI) 〶 ,s[(q, JHI) 〶罠 p,q :2'. 1 
su(n,n) .sl(n, q ⑤恥 .s(n, <C)⑤股 n 2'.1 
so(n+2,C) so(n, 2) so(n,C)①C n~3 
,so(2n, q so*(2n) .s[(n, <C)①C n 2'.3 
,so(p + 1, q + 1) so(p, 1) EB so(l, q) ,so(p, q)④恥 p,q;::: 0, 
(p, q) # (0, 0), (1, 1) 
,so(n,n) so(n,<C) ,s[(n, 民）〶股 n~3 
.so*(4n) sl(n, IHI)①股 s((n, lHI)①股 n 2".2 
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.sp(n, q 叩(n皇） s((n,q⑤C n~l 
叩(n,股） sl(n, 股）①恥 s[(n, 恥）①股 n 2'.1 
昨(n,n) ,sp(n, q ,s[(n, JHI)①恥 n :>1 
C6,IC ％（ー 14) ,s-0(10,q 〶 C
C6(6) 叩(2,2) so(5,5)⑤股
"6(-26) f 4(-20) so(9,1)①股
C7,IC C7(-25) C6,<C①C 
e1(1) sl(4, lHI) e6(6) 〶股
C7(-25) e6(-26) EB股 e6(-26) EB股
表 1:定理 1.1が適用可能な例
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2 準備
小林 [3]は，コンパクト Clifford-Klein形が存在するための必要条件を， Cartan射影とコ
ホモロジ一次元を用いて与えた．本節ではこの結果を簡単におさらいする
2.1 等質空間上の固有な作用
この項の内容は基本的に小林 [4,§2]による（小林 [2],Benoist [1]も見よ）．
定義 2.1 Gを局所コンパクト群， H,Lを Gの閉部分集合とする．
(l) H-< Lとは，ある Gのコンパクト部分集合 Cをとると H C CLC-1が成り立つこ
とをいう．
(2) H 巾Lとは，任意の Gのコンパクト部分集合 Cに対し CHc-1nLがコンパクト
であることをいう．
次の命題は位相空間論の初等的な議論からすぐに従う：
命題 2.2 Gを局所コンパクト群， H,Lを Gの閉部分集合とする．
(1) H,Lが Gの閉部分群のとき， H 巾LはLが G/Hに固有に作用することと同値．
(2) H巾Lのとき， H'-<Hを満たす任意の Gの閉部分集合 H'について H'巾L.
系 2.3 Gを局所コンパクト群， H,H',Lを Gの閉部分群とする.Lが G/Hに固有に作
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用し， H'--<H が成り立つならば， LはG/H'にも固有に作用する．
Gが線型簡約Lie群の場合には，命題 2.2をCartan射影の言葉で更に言い換えることが
できる以下， Gが線型簡約Lie群のとき，次のように約束する：
• Gの Cartan対合 0を固定し， 0の定める Cartan分解を g=£ ④ P, 極大コンパク
ト部分群を K とする.G/Hが半単純対称空間のときには， 0はH を定める対合ぴ
と可換になるように取る．
• pの極大分裂可換部分空間 aを固定し， Eをgの aに関する制限ルート系とする．
・〗の Weyl 群を W とおき， a+= a/Wを定める（正ルートと負ルートヘの分解を固
定すれば， a+は正 Weylchamberと同一視できる）．
• 線型簡約 Lie群 Gの Cartan射影μ:G→ 正を次で定義する： g E Gが g=
kexp(a)k'(k,k'E K,a Ea)とかけるとき， μ(g)= a modWと定める.KAK-分
解より，μ はwell-definedである
K はコンパクトだから，系 2.3から次がただちに従う：
系 2.4 Gを線型簡約 Lie群， H,H',LをGの閉部分群とする.Lが G/Hに固有に作用
し， μ(H')Cμ(H)が成り立つならば， LはG/H'にも固有に作用する．
Gが線型簡約Lie群のときには，実はもっと精密な結果が知られている：
事実 2.5(Benoistー小林の固有性判定法； Benoist [1, Cor. 5.2]. 小林 [4,Cor. 1.2]) Gを線
型簡約 Lie群， H,LをGの閉部分群とする.µ(H) の a+ における r—閉近傍を万(r,µ(H))
と書くことにするこのとき Lが G/Hに固有に作用するためには，任意の r>Oに対し，
万(r,μ(H)) nμ(L)がコンパクトになることが必要かつ十分である．




§3], M. [6, §2]に説明がある．
離散群 rの実コホモロジ一次元 cdl?.r E N U { oo}は，
cdl?. r = sup{p E N I H町r;V) -/c 0なる IRr訓群 Vが存在する｝
で定義されるのであった.Gの離散部分群 rが等質空間 G/Hに固有に作用するとき， rの
実コホモロジ一次元には制約がかかることを見よう
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事実 2.6(Cartan-Malcev-lwasawa-Mostow) Gが連結成分有限個の Lie群ならば， Gの
極大コンパクト部分群 K が共役を除いて一意的に存在し， G/KはEuclid空間に微分同相
になる
注意 2.7 Gが線型簡約 Lie群ならば，事実 2.6はCartan分解から直ちに従う．
連結成分有限個の Lie群 Gに対して， d(G)= dimG -dimK (ただし K はGの極大コ
ンパクト部分群）とおく.d(G)はGの非コンパクト次元と呼ばれる．
命題 2.8 Gを連結Lie群， H をGの連結閉部分群とし， rをtorsion-freeなGの離散部
分群とする．




f¥G/H← r¥G/KnH→ f¥G/K 
（ただし K はGの極大コンパクト部分群で， KnHが H の極大コンパクト部分群になる
ものとする）を考えて， Leray-Serreスペクトル系列を用いると証明できる．
2.3 コンパクト Clifford-Klein形が存在するための必要条件
定理 2.9 Gを線型簡約 Lie群， H をGの連結閉部分群とする．次の (1),(2)のどちらか
を満たす Gの連結閉部分群 H'が存在するとする：
(1) H'--< H, d(H') > d(H). 





題 2.8より， cdlRr = d(G) -d(H)が成り立つ．一方， rはG/Hに固有に作用し， H'--<H 
だから， rはG/H'に固有に作用する（系 2.4).仮定より「¥G/H'は非コンパクトなので，
再び命題 2.8より， cd政r< d(G) -d(H'). これは d(H')= d(H)という仮定に反する． ロ






命題 3.1 G/Hを半栄純対称空間， G/LをG/Hの associated対称空間とする.Lが G
の非自明な Levi部分群であると仮定し， UをLに対応する horospherical部分群（放物型
部分群の幕単部分）とする．このとき以下が成り立つ：
(1)μ(U) =μ(H). 
(2) d(U) = d(H). 
(3) G/Uはコンパクト Clifford-Klein形を持たない．
証明簡単のため，以下では G= SL(p + q皇）， H = SO。(p,q), L = S(GLo(P皇） X 
GLo(q皇）） (p,q~1) のときに限って議論するこのとき K = SO(p+ q), また Lに対応
する horospherical部分群 Uは
U= { (t↑ ~) I A E M(p,q皇）｝
である．
まず， (2)はd(U)= d(H) = pqであるからよい．
(3)は [5,Ex. 7.1]においてコホモロジー的手法を用いて証明したが，その後，北川宜稔氏
によりもっと易しい証明が発見されたので，ここではそれを紹介する.GとUはどちらもユ
ニモジュラーな Lie群なので， G/U上には Gー 不変な体積形式が存在するこれを 1つ固定
して 0とお<.r¥G/Uが Clifford-Klein形のとき， 0から誘導される r¥G/U上の体積
形式を Drとおき，「¥G/Uの叫に関する休積を vol(r¥G/U)と書くことにする．さて，
at= c-~JP tP~J E G (t > 0) 
とおくと， atE Na(U)であるから
切： f¥G/U→ f¥G/U, fgU→ fgatU 
はwell-definedな微分同相写像.Lie環のレヴェルでの計算により叶Dr= tPq(p+q)Drが
わかる．積分の変数変換公式より，
vol(r¥G/U) = J糾=! 氾=tpq(p+q) J凶
r¥G/U r¥G/U r¥G/U 
= tpq(p+q) vol(「¥G/U)
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となるもし r¥G/Uがコンパクトなら， 0< vol(f¥G/U) < ooであるから，矛盾である．
(1)は小林 [4,Ex. 6.5]によって (G/H= SL(p+q良）/SO。(p,q)の場合には）示された
が，一応ここでも証明を与えることにするまず p::;qと仮定しても一般性を失わない．
i: S1(2, 艮） x・ ・ ・x S1(2, 罠）→ SL(p + q皇），
?
diag(b1, .. ,bp) 0 
diag(d1, .. ,dp) 0 
0 I 
という埋め込みを考える i(S0,(1, 1) x・ ・ ・x so。(1,1) はH の極大分裂可換；,)Mであ
（（悶闊）''(;;t)→ (~:; 悶［：：〗
るから， H に対する KAKー分解より
μ(H) =μ(i(SO。(1,1) x .・x S00(1, 1)) 
である．一方， i(S00(1,1) x .・x S00(1, 1) はi(SL(2皇） x .・x SL(2, 股））の極大分裂可
換部分群でもあるから， i(SL(2,恥） x・ ・ ・x SL(2, 股））に対する KAKー分解より
μ(i(S00(1, 1) x .• x SO。(1,1)) =μ(i(SL(2, 政） x .・x SL(2, 罠）
である．一方，
応L(2,JR)= { G~) I b E股｝， U'= i(UsL(2,JR) x・ ・ ・x UsL(2,JR)) 
とおくと， KnHの Uへの共役による作用が， KnHのPn [Jへの随伴作用と自然に同一
視できることから
μ(U) =μ(U') 
がわかる.U'はi(S1(2晨） x・ ・ ・x S1(2晨））の極大幕単部分群であるから，




• (3)の証明では， Lの中心の双曲的な元を atとおく．
• (1)の証明では，互いに強直交する Uのルートの極大な族を取ってきて，そこから埋
め込みi:S1(2, 股） x・ ・ ・x S1(2, 政）→Gを作る．
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